TB2 septembre 2024

Corrigés de la feuille de calcul n°3 — Calculs de limites

Exercice 1. Dans chaque cas, déterminer la limite de (u,,).

) 2n3 + 7
l.u,=3n"—m+3 2. uy=—— 3. u,=vVn+4—vn+1 4. u,=vVn:+2—-n
5n3 + 1
5.un:$xexp(n) 6.un:\/n_+1 7. u, =3 +27 8. u,=3"—-2
Solution
1. lim u, = lim 3n? donc| lim w, = +oo|.
n——+0o n—-+0o00 n—-+00
2 2
2. lim wu, = lim i = lim - donc| lim wu, = -
n—-+oo n—+oo Hn3 n—+oo § n—-+oo

3. Pour tout n € N,

(Vn+4—+vn+1) (Vn+4+Vn+1)
Uy =
Vn+44vn+1
_Vn+ P nt L ~ on+4—(n+1)

Vn+d+vn+1l  Vn+d+vn+1
3

T Vntdt Vol

Or, 1_1£1 vVn+4++/n+ 1= +oco donc, par quotient, | lim wu, =0]|.

n—-4o00

4. Pour tout n € N,

e (\/ 2—n) (vnz +n)
" \/?”027+n
_\/n2+22—n2_ n? 42 —n?
C Vn2+24n Vni+2+n
2

V4240

Or, 11m vn? + 2+ n = +oo donc, par quotient, | lim wu, = 0|

n——+0oo n—-+00
e’I’L
5. Par croissance comparée, lim — =0 donc| lim u, =0|
n——+o0o n2 n—+oo
In(n ) , . In(n .
6. u, ~ (n) et, par croissance comparée, lim L) =0donc| lim u, =0]|
\/ﬁ n——+o0 \/ﬁ n—+o0
7. Comme 3 > let 2 > 1, lim 3" = lim 2" = +oo donc, par quotient et somme
n——+00 n—+oo

lim wu, = +o0|
n—-+o0o




2" 2\" 2
8. Pour tout n € N, u, = 3”(1—3n> = 3”(1—(3) > Or, -1 < 3 < 1 donc

2\" 2\"
lim <3> =0 et ainsi lim 1— <3) = 1. De plus, comme 3 > 1, lim 3" = 400

n——+o0o n——+oo n—-+0o

donc, par produit, | lim u, = +o0|.
n—-+00

2
e Un

Exercice 2. On considere la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u, 1 = =

1. Montrer que, pour tout n € N*, 0 < u, < +.
2. En déduire la limite de (u,).
Solution.
a2
1. Soit n € N*. Comme n > 1, u, = " L. Or, e Un-1>0et n >0 donc u, =0 et, comme
—u?_, < 0, par croissance de la fonction exp sur R, e "“»-1>< 1 donc, comme n > 0,
U, < .

Ainsi, | pour tout n € N*, 0 < u, < = |.

2. Comme 1—1>I4P %, on déduit de I'inégalité précédente et du théoreme d’encadrement que

lim u, =0|
n—-+o0o

Exercice 3. Etudier le comportement asymptotique des suites (u,) et (v,) définies, pour tout
entier n € N, par u, =n +sinn et v, = (=1)" — n.

Solution. Pour tout n;,nN, sin(n) > —1 donc n + sin(n) > n — 1. Or, Eﬁl n—1=+o0

donc, par le théoreme de comparaison, lirjrn Uy, = +00|.
n—-—+0oo

Pour tout n € N, (—=1)" < 1 donc (-1)" —n<1—n.Or, lim —1—n = —oo donc, par le

n—-+00

théoreme de comparaison, | lim v, = —o0|.
n——+0o0

Exercice 4. On consideére la suite (u,) définie par uy = 0 et, pour tout n € N, u, .1 =2 —e 4.
1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,11 = uy,.
2. Justifier que (u,) est majorée par 2.

3. Conclure que (u,) est convergente.

Solution.
1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « U1 = Uy ».
Initialisation. ug = 0 et u; = %=1 donc u; > ug et ainsi P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u,.1 > u, donc —u,1 < —u,

donc, par croissance de la fonction exp sur R, e 7“1 e ~%, Des lors, —e “Untl> —e "Un
et donc 2 —e U1 2 —e U e Upyo = Uppq. Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, u,1 = u,.

Autrement dit, la suite | (u,) est croissante |.

2. D’'une part, ug < 2. D’autre part, si n > 1 alors u,, = 2 —e ~"»~! donc, comme e ~"»~1> (),
U, < 2.
Ainsi, pour tout n € N, u,, < 2 i.e.|(u,) est majorée par 2/|.




3. La suite (u,) est croissante et majorée par 2 donc, par le théoréme de la limite monotone,

(u,) converge vers un réel ¢ < 2

Exercice 5. On considére la suite (v,,) définie par vy = 0 et, pour tout n € N, v, = e'".
1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N; v, > n. (On rappelle que, pour tout
réel z, e*> x + 1.)
2. En déduire la limite de (v,,).

Solution.

1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « v, = n ».
Initialisation. vy = 0 > 0 donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, v,, = n donc, par croissance
de la fonction exp sur R, e > e™ ie. v,01 =2 €e". Or, e">n+1donc v, 1 =2 n+1et
ainsi P(n + 1) est vraie.

Conclusion. On a donc montré par récurrence que, |pour tout n € N, v, > n/|.

2. Comme lir}rl n = 400, on déduit de I'inégalité précédente et du théoreme de comparaison
n—-—+0o0

ue| lim v, = +o0|.
q n—+400 n

Exercice 6. Déterminer un équivalent simple puis la limite des suites suivantes :

1 1
a.u, =n>—n b. un:sin(n—z ) C. un:ln(cos())
n n
(e (3))
1—cos|—
d. u,=vVni+1—-n e.u,=vVni+1l+n fou, = - n
end —1
o bty = Vi = )t +sinn) i = S
U, =€ —n . Uy, = /n —[In(n sin(n i. u, =
& on 1 3n
. . 3n+4
J. Uy = Sin m k.un:\/n‘i_].‘i‘\/ﬁ l.un:\/n —\/ﬁ
Solution.
2
a.donc nl—l>r—&I—looun +00 |.
1 1 1 1 1 1
b.n+ Nﬁw—et lim — =0 donc lim nt = 0. Des lors, un~n+ ~ —|. Par
n? n? n  notoon n—too n? n
. . 1
suite, | lim wu, lim —=0|
n—-+00 n—>+<>on

1 1
c. Pour tout n > 0, u,, = In (1 + cos () — 1). Or, lim — = 0 donc, comme cos est
n

n—-+oo n

. . 1 T 1 o
continue en 0, lim cos|{— ) = cos(0) = 1 et ainsi lim cos|{—) — 1 = 0. Ainsi,, u, ~
n—+400 n n—+400o n
1 1

1 (l)2
CoS -1~ donc | u,, ~ . Par suite, hm U, = lim ——— =0|

n—+oo  9In2

1 1
d. Pour tout n > 0, u, = n2(1+ —n=mny\/1+ = (\/1+2—1>.Or,
n

1 / 1 n 1 )
nglfooﬁ—Odonc 1+n——1_ 1+nQ> —1~ﬁetaln31 Uy ~ 2n2~%.Parsu1te,

_ 1
lim u, = lim — =0}
n——+00 n—+oco 2n




e. Pour tout n > 0, u,, =

1
n2<1+>+n

1 1
=n\/1l+—5+n=n 1+—+1].Or,
n n

nglfoo /1 —|— — +1=2donc /1 —|— — + 1~ 2et ainsi . Par suite, on en déduit que
lim wu, = hm 2n = 4o00|.
n—-+o0o n—-+0o0o
-1 1y () 1 .
f. Comme lim —=0,1—cos|—)~-2-~_—et, lim — =0, ¢ 1~—Deslors
n—+oo n n 2 In2 n—-+o0o N,
1
In2 1 .
Up ~ “7— ~ —|et, par suite, | lim wu, =
=3 2 n—-+oo
n‘ . , ) n’
g. Pour tout n € N, u,, = e"(l — ) O,r par croissance comparée, 1_1){{1 — = 0 donc
en n 0o eh
n€
lim 1——=1 ~e™| P i li = i "= .
. _131OO o et ainsi ar suite, . _131C>o Uy = . _131006 +00
In(n sin(n In(n
h. Pour tout n € N*, u,, = /n |1 — (n) (n) . Par croissance comparée, lim (n) =
\/ﬁ n—+oo 1

In(n)

0 donc, par continuité de la fonction racine carrée en 0, Eﬁl = 0. De plus, pour tout
n [e%9) n
—1 _ sin(n) 1 1 1
n € N*, —1 < sin(n) < 1 donc —= < < —=et lim ——= = lim — = 0 dong,
( ) \/ﬁ \/ﬁ \/ﬁ n—+o00 \/ﬁ n—+o0o /N
i 1
par le théoréme d’encadrement, lim sin(n) = 0. Ainsi, lim 1-— n(n) | sin(n) =1 donc
n—-+00 n n—+00 n \/ﬁ
u, ~ /n|. Par suite, on en déduit que ngrfoo Uy = ngl}rloo Vn = +oo|.
3m(E -1 In(n) = sin(n) (2)" — 2
i.PourtoutnEN,un—% — ()—|—1<)<§) .Or, =1 < = < 1 donc
3z +1) n v (541 3
n
nglfoo (3) = 0 et donc, comme somme et quotient, ngrfoo u, =1|et|u, ~1|
3 4 3 3 3 4 3 4
j- ontt | on —. Or, lim — =0 donc lim ontt 0. Ainsi, sin <n+) ~
(n+1)?2 n?2 n n—r+oo n—too (n + 1)2 (n+1)2

3n+4 3 3
el ~ — ie.|u, ~ —|et, par suite, | lim w, = lim — =0]
(TL + 1)2 n n n——+00 n—+oo n,

/ 1 1 / 1
k. Pour tout n > 0, u, = n<1—|—>+\/_:\/ﬁ 1+n+\/_:\/ﬁ< 1+n+1>'

I'

que

lim
n—-+4o0o

lim w, = hm 2\/n =+o0|.

n—-+0o00

1+ — +1—2doncy/1+ + 1 ~ 2 et ainsi

Up ~ 24/1|.

Par suite, on en déduit

1. Pour tout n > 0, u, = {/n 1—1— \/ﬁ—\/_\/l—l——\/ﬁ—\/_(\/qu—l) Or,

lim — = 0 donc \/1—1———1 = <1—|—
n—-+oo n, n

li li ! 0

= o =0

Exercice 7. Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et u,; 1 =

1

2 |

i

Par suite,
2n

n

)y

— 1~ — et ainsi
2n

Up ~

SU,, — 2
Up + 2




1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, # 1.

Uy — 2 g
2. Montrer que la suite (v,) définie, pour tout n € N, par v, = — est géométrique.
Up,

3. En déduire le terme général de (u,,) ainsi que sa limite.

Solution.
1. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u, # 1 ».
Initialisation. ug = 0 # 1 donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u,, # 1. Supposons par
Uy —

I’absurde que u, 1 = 1. Alors, =1 donc bu,, — 2 = u,, + 2 i.e. 4u,, = 4 et donc

n

u, = 1. C’est absurde puisque, par hypothese, u,, # 1. Ainsi, u,1 # 1 donc P(n + 1) est
vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, ‘pour tout n € N, u,, # 1 ‘
2. Soit n € N. Alors,

Sun—2 _ Sun —2-2(un+2)
v o Un+41 -2  up+2 2 o Uy 42
ntl — ~ Bup—2 T Bup—2—(unt2
Upyr — 1 22— 1 UTSH
Su, — 2 —2u,, — 4 Uy + 2
= X
Up + 2 Uy — 2 — Uy — 2

3up — 6 3(uy —2)
du, — 4 4lu, —1)
3 u,—2 3

1w, -1 ™

donc | (v,,) est géométrique de raison i

3 n
3. Ainsi, pour tout n € N, v, = vy <> . Or, vy =

1
3)"

—2(2) .

v (4

Or, pour tout n € N, v, =

-2 =2
4o = — = 2 dong, pour tout n € N,
ug — 1 —1

Up —

donc v, (u, — 1) = u,, — 2 donc vyu, — v, = u, — 2

Up,
donc v, u, — u, = v, — 2 donc u,(v, — 1) = v, — 2. S’il existe n € N tel que v, — 1 =0

alors, d’'une part v, = 1 et, d’autre part, v, — 2 = u,(v, — 1) = 0 donc v,, = 2, ce qui

n — 2
v . On en déduit
v, — 1

est contradictoire. Ainsi, pour tout n € N, v,, — 1 # 0 donc u,, =

2(2)" — 2 3 . 3\"
3o | Comme —1 <3 <1, lim 1 = 0 donc, par

ue, | pour tout n € N, u,, = —
q P 2( )” -1 n—-+o0

—~
~—

sommes et quotient, | lim wu, = 2|
n——+00




